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摘  要：以模糊随机变量理论为指导，视模糊随机变量的均值为模糊数，基于小样本理论推导了均值模糊数模糊变化范围与

样本数的关系式。采用截集敏感性分析法进行了边坡稳定的模糊随机有限元可靠度分析，得到了边坡的模糊随机可靠指标及

模糊滑面的位置，研究了样本数与边坡模糊随机可靠指标的关系。分析表明，基于模糊随机变量理论的模糊随机可靠度分析

方法是随机可靠度分析方法的自然推广；模糊随机可靠指标与样本数有关，随着样本数的改变，模糊随机可靠指标的中值也

会发生微小变化，不是定值；在相同的置信度情况下，模糊随机可靠指标的变化范围随着样本数的增加而减小，可通过增加

样本数的方式来减小模糊随机可靠指标的模糊性。 
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Abstract: Considering the means of fuzzy random variables are fuzzy numbers, the relationship between the variation ranges of the 
means of fuzzy random variables and sample size is obtained based on the theory of fuzzy random variables and the theory of small 
sample size. Through the fuzzy random finite element reliability analysis of slope stability using the cutting method of sensitivity, the 
fuzzy random reliability indices and the fuzzy slip surfaces of slopes can be calculated; and the relationship between sample size and 
fuzzy random reliability indices can be obtained. It is demonstrated that the method of fuzzy random reliability analysis based on the 
theory of fuzzy random variables are the natural extension of the normally used method of stochastic reliability analysis. The normal 
value of fuzzy reliability indices is not a constant for it will change a little with the changing of sample size. Under the same 
confidence level, the variation ranges of the reliability indices will decrease with the increasing of sample size. Then, we can decrease 
the fuzziness of fuzzy random reliability indices by increasing the number of sample size. 
Key words: fuzziness; randomness; reliability analysis; sample size; slope stability 
 

1  引  言 

结构可靠度分析源于工程结构的材料参数、几

何参数和结构所受外力等不确定性对结构性能的影

响。这些不确定性在结构的安全性和耐久性评定中

具有非常重要的作用，不能简单地予以忽略。按可

靠度分析中是否引入概率的概念可将其分为两大

类：非概率体系下的方法和概率体系下的方法。非

概率体系下结构可靠度分析方法包括凸集法和区间

分析法[1－2]，它们不需要考虑参数的概率分布型式

或隶属函数型式，是概率方法的补充。概率体系下

结构可靠度分析方法包括随机方法、模糊方法及模

糊随机方法，它们可分别研究随机性、模糊性及模

糊随机性。 
随机性是因果关系不充分而形成的一种不确定

性，属于客观不确定性；模糊性是事物的差异在中

介过渡中呈现的亦此亦彼性，属于主观不确定性。

随机性和模糊性是两种不同的不确定性，同时存在
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于同一工程，因此，进行模糊随机可靠度分析是十

分必要的。 
当前的模糊随机可靠度分析方法主要有两大

类：（1）假设基本变量是模糊的[3－4]，或部分基本

变量是模糊的、部分基本变量是随机的[5－8]。这类

问题的主要求解方法是先根据截集水平法或等价变

换法将模糊变量转为随机变量，再采用模糊概率法

来进行求解。（2）基于模糊随机变量理论，假设基

本变量是模糊随机变量[9－11]。基于模糊随机变量理

论的模糊随机可靠度分析能同时考虑变量的模糊性

与随机性。 
模糊随机可靠度分析的结果与基本变量的取值

有关，研究参数的取值方法是十分重要的。Feng 等[12]

认为，模糊随机变量的均值是模糊数而其均方差是

定值；Moller 等[10]认为，模糊随机变量的均值及均

方差都是区间量；李胡生等[4]认为，模糊随机变量

的均值及均方差均为定值；曹文贵等[13]、蒋中明等[14]

直接视参数为非对称三角模糊数。 
综上所述，多位学者从不同角度研究了模糊随

机可靠度分析方法及参数的取值方法。由于参数模

糊性与样本数有关，本文基于模糊随机变量理论及

小样本理论，研究样本数与模糊随机可靠指标的关

系，并将其应用于边坡稳定的有限元可靠度分析。 

2  模糊随机变量理论概述 

模糊随机变量有多种定义方法，其详细定义及

描述可参见文献[10，15]，此处只简述其基本概念。

设 X 为随机变量， 为随机基本事件空间，记每个

基本事件的一次实现为，则  。若这些实现

没有模糊性，则 1 2( ) ( , , , )nx x x x X   形成纯随

机变量 X（n 为变量个数）。若这些实现具有模糊性，

则 1 2( ) ( , , , )nx x x x X       形成模糊随机变量 X 。
例如，图 1 为一维模糊随机变量的几次实现[15]。概括

地说，模糊随机变量 X 是不确定映射 :X     
( )nF R 的模糊结果，其中 ( )nF R 是 n 维 Euclidian 空

间 nR 中所有模糊数的集合。 
与普通随机变量相对应，模糊随机变量也可用

累积分布函数、概率密度函数来表示其分布情况，

并用均值和均方差等数字特征来描述这些函数。由

于模糊随机变量同时反映了变量的随机性与模糊

性，因此，模糊随机变量的均值和均方差都是模糊

数。因可靠指标对均值的敏感性远远大于可靠指标

对均方差的敏感性[16]，故本文在进行模糊随机可靠

度分析时，取模糊随机变量的均值为模糊数，而取

其均方差为定值。例如，设土的黏聚力 c 为正态分

布的模糊随机变量，其均值 cm 为对称三角模糊数，

均方差 c 为定值，则均值 cm 的隶属函数可用图 2
表示，变量 c 的累积分布函数（CDF）及概率密度

函数（PDF）可用图 3 表示。图 3 中，实线和虚线

分别对应于隶属度为 1 及 0 的情况，隶属度在 1.0
和 0 之间的曲线位于实线和虚线之间。由于曲线的

参数是模糊数，因此，CDF 及 PDF 曲线是由众多

曲线组成的曲线簇而不是一条曲线。特别地，当曲

线的参数由模糊数退化为定值时，模糊随机变量就

退化为常规的随机变量。 
 

 
图 1  一维模糊随机变量的实现 

Fig.1  Realizations of a one-dimensional  
fuzzy random variable 
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图 2  三角型模糊数的隶属函数 

Fig.2  Membership function of triangular fuzzy number 
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(a)                              (b)  

图 3  模糊累积分布函数及模糊概率密度函数 
Fig.3  Fuzzy cumulative distribution function  

and fuzzy probability density function 

3  模糊随机变量均值模糊性与样本数

的关系 

不失一般性，设模糊随机变量的均值为对称三
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角模糊数，并记为 L N R[ , , ]Xm  x x x ，其中 Nx 、 Lx 、

Rx 分别为模糊数的中值及其左右端点值。对于对

称三角模糊数，常取中值为样本均值，并取 Lx 、 Rx
与中值 Nx 的距离为均方差 X 的倍数（ X 的值由样

本均方差确定），即 

R N N L Xf   x x x x         （1） 

式中：f 为表示模糊随机变量均值模糊性的模糊程

度系数。对于某一具体工程，样本均值及样本均方

差可由试验数据求得，因此，确定系数 f 的大小就

成为模糊随机可靠度分析的关键问题之一。当前常

用的方法是假定 f  1～3[17]。本文根据概率论与数

理统计中的小样本理论来求解 f 值的大小。 
由概率论与数理统计可知[18]，正态总体 Xi均值

的双侧100(1 ) %置信区间为 

2 ( 1)i ix t N s N            （2） 

式中：N 为试验数量（子样样本容量）； 2 ( 1)t N    
为自由度为 1N  的 t 分布的双侧100 百分位点；

ix 和 is 分别为变量 iX 的样本均值及样本均方差，其

计算公式为 

1 2

1

1;   ( )
1

N

ij Nj
i i ij i

j

x
x s x x

N N



  




     （3） 

式中： ijx 为第 i 个基本变量的第 j 个样本值， 1,i   
,n ； 1, ,j N  。 

由式（2）可知，总体均值在样本均值两侧波 

动，其最大波动范围是 2 ( 1) it N s N  。因此， 

当以样本均值及样本均方差分别表示模糊随机变量

均值模糊数的中值及模糊随机变量的均方差时，可

由式（1）、（2）得到模糊程度系数的最大值为 

max 2 ( 1)f t N N            （4） 

由式（4）可求得给定置信度时模糊程度系数

maxf 与样本数 N 的关系。图 4 为不同置信度时 maxf  
与 N 的关系曲线，它表明随着样本数的增加，系数

maxf 值减小，因而参数均值的模糊程度也有所减

小。特别地，由此图可见，当 6N ≤ 时， maxf 较大；

而当 6N  时， maxf 明显减小。因此，在统计土体

的抗剪强度指标时，一般规定样本数 6N ≥
[19]。 
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图 4  系数 fmax与样本数 N的关系 

Fig.4  Relationships between coefficient fmax  
and number of samples size N 

4  边坡模糊随机有限元可靠度分析 

4.1  边坡的随机有限元可靠度分析 
由于有限元法能反映边坡工程复杂的应力-应

变关系及边界条件，本文采用有限元法来进行边坡

的模糊随机可靠度分析。设土体为满足 Mohr- 
Coulomb 屈服准则的弹性-理想塑性材料，则对于任

一滑面，其极限状态函数可取为 
e

1
( )

n

i i
i

Z g X Z l


             （5） 

其中 
( )

cos(2 ) sin(2 )
2 2

tan sin(2 ) cos(2 )
2

i i

xi yi xi yi
i xyi i

xi yi
i i i xyi i

Z g X

c

   
  

 
   

 

  
    
 

 
   

 

 

（6） 

式中： 1 2( , , , )nX X X X  为基本变量； iZ 、 il 分

别为第 i 单元的极限状态函数值及滑弧长度； x 、

y 、 xy 、 分别为应力分量和滑面与水平面的夹

角； en 为滑弧上的有限单元个数。 
确定了极限状态函数之后，可由 1 阶可靠度分

析方法求解单元可靠指标及边坡整体可靠指标，其

迭代计算公式为 

1
2

1
2

*

* T *

* * T *

* T *

*

( )
[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )
  

[ ( ) ( )]

X X
X

X

X

X

X X X

x
x x

g x x x
x x

x






    


     

  

g
g C g

g
g C g

 




  

     

（7）

 

在迭代求解可靠指标的同时，还可由式（8）求

出可靠指标对参数均值的敏感性： 

1
2

*

* T *

( )
[ ( ) ( )]X X

x
x x

 


  
g

g C g
      （8） 
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式中： 为可靠指标； X 及 X 分别为基本变量 X
的均值向量及方向余弦向量； *x 为验算点坐标； 

*( )xg 、 *( )xg 分别为点 *x 处极限状态函数值及其

对基本变量的梯度向量； X 、 X 、 XC 分别为基

本变量均方差矩阵、相关系数矩阵及协方差矩阵。 
4.2  边坡的模糊随机有限元可靠度分析 

模糊随机变量是随机变量在参数具有模糊性时

的推广。因此，模糊随机可靠度分析也应是随机可

靠度分析的推广。根据这一思路，本文采用基于模

糊随机变量理论的截集敏感性分析法来求解边坡的

模糊随机可靠指标[20]。其主要步骤是：①在参数中

值处进行随机有限元敏感性分析，按式（8）判断各

基本变量是抗力项还是荷载项；②对模糊数取若干

个截集水平，分别在不同截集水平上根据敏感性分

析结果取基本变量的 2 组极端组合，并由这 2 组数

据求出该截集水平上可靠指标的极值。综合分析多

个截集水平上可靠指标极值的求解结果，即可得出

可靠指标的模糊分布。 
由上述步骤可知，基于模糊随机变量理论进行

模糊随机可靠度分析的优点是它可将随机可靠度分

析程序作为一个整体来调用，即随机可靠度分析程

序可不加修改地被模糊随机可靠度分析程序调用。

若截集水平有 k 个（其中有一个截集水平对应的隶

属度为 1.0），则模糊随机可靠度分析中共需调用

2 1k  次随机可靠度分析程序。当参数不具有模糊

性时， 1k  ，基于模糊随机变量理论的模糊随机可

靠度分析即退化为常规的随机可靠度分析。 

5  算例分析 

屯黄公路皮园村某边坡由 2 层土组成（图 5），
上层为坡面松散堆积物，下层为硅质岩块石层。敏

感性试算分析表明，该边坡的安全系数及可靠指标

只与上层土的强度参数有关，因此，只取上层土的

黏聚力 1c 及内摩擦角 1 为模糊随机变量。它们满足

模糊正态分布，均方差分别为 6 kPa 及 9°；均值为

三角模糊数，模糊数的中值分别为 1Nc  20 kPa，

1N  30°，其余参数视为定值，黏聚力 2c  200 kPa，
内摩擦角 2  32°，重度 1  21.4 kN/m3， 2  23.7 
kN/m3，弹性模量 1E  30 MPa， 2E  1.7×103 MPa，
泊松比 1 2   0.3（下标 1、2 分别代表上、下层）。 

有限元计算采用 8 节点四边形单元，网络剖分

按照由疏到密的方式试算，直至计算结果与网格密

度无关时为止，最终选定的网格剖分结果如图 5 所

示。为了对比起见，在进行模糊随机有限元可靠度

分析的同时，亦进行了定值法分析以求得该边坡的

安全系数。定值法求安全系数 Fs的方法是基于滑面

应力分析的有限元法[21]，其计算公式如下： 

f
s

i i

i i

lF
l











              （9） 

式中： f i 、 i 分别为滑面上第 i 单元的抗剪强度和

剪应力； il 为滑面在第 i 单元的弧长。 
定值法计算表明，边坡的安全系数 sF  1.22，

其临界滑面（最小安全系数 s minF 面）位置参如图 6
所示。因此，从定值法的角度来分析该边坡是稳定

的，但实际上该边坡发生了滑动破坏，因此，再对

该边坡进行可靠度分析。 
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图 5  边坡外形及网格剖分图 

Fig.5  Slope section and FEM mesh 
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图 6  滑面位置图 (N=6 个) 

Fig.6  Positions of slip surfaces (N=6) 

 
5.1  样本均值及其变化范围的确定 

按前述分析，模糊随机变量均值模糊数的模糊

程度系数的最大值 maxf 由式（4）确定，均值模糊数

的中值由样本均值确定。由式（3）第 1 式可知，中

值与样本数 N 有关。为研究样本数与边坡模糊随机

可靠指标的关系，应分别对各种不同数量的试验样

本值进行统计，得到某一特定样本数时的样本均值

及其变化范围，并根据此参数进行边坡的模糊随机

可靠度分析。由于该工程没有提供详细的样本试验

数据，参考文献[22]，本文基于蒙特卡罗模拟法来
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构造试验样本值。具体方法是：设参数的均值及均

方差已知，则可由蒙特卡罗随机抽样法来产生已知

分布类型的若干个样本值。例如，对于变量 1c ，设

其均值 c1  20 kPa，均方差 c1  6 kPa，则由蒙特

卡罗模拟法所得试验样本值的一次实现，见表 1。 

 
表 1  正态分布 N(20,6)的样本值 

Table 1  Sample values of normal distribution N(20,6) 

样本编号 
样本值 
/ kPa 

样本编号 
样本值 
/ kPa 

1 24.3 10 18.9 

2 29.6 11 18.2 

3 7.6 12 25.7 

4 15.5 13 16.8 

5 21.1 14 14.6 

6 23.2 15 14.6 

7 16.7 16 21.7 

8 21.8 17 15.5 

9 12.6 18 29.6 

 
为研究样本数与样本均值的关系，分别取表 1

中前 N（ N  3～18）个样本值进行数理统计，以得

到不同样本数时的变量均值，并由式（2）求解变量

均值的变化范围。图 7 表示置信度为 90%时黏聚力

1c 的均值及其变化范围与样本数的关系，图中短横

线表示与某样本数对应的样本均值，竖线表示均值

的变化范围，可见随着样本数的增加，样本均值也

在真值附近有微小波动，不是一个常数；均值的模

糊变化范围随着样本数的增加而有所减小。若样本

数太少，则均值的模糊变化范围非常大，难以实用。 
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图 7  参数 c1的均值变化范围与样本数 N的关系 
Fig.7  Relationships between the variation range  

of the mean of c1 and number of samples N 

 

5.2  样本数与模糊随机可靠指标的关系 
为讨论样本数对边坡模糊随机可靠指标的影

响，分别以样本数 N  4～7 为例，采用本文第 4 章

节的方法来计算边坡的模糊随机可靠指标。为对比

起见，本文分 2 种情况计算了边坡的模糊随机可靠

指标：①以定值法临界滑面为研究对象，计算该特

定滑面上的模糊随机可靠指标；②以整个边坡为研

究对象，搜索可靠度分析的临界滑面（最小可靠指

标 min 面）及其对应的模糊随机可靠指标，部分计

算结果如图 6、8 所示。 
图 8 中，实线和虚线分别表示最小可靠指标面

和最小安全系数面的计算结果。由该图可知，（1）
随着样本数的增加，模糊随机可靠指标的中值有一

定波动，但波动幅度较小；（2）模糊随机可靠指标

的变化范围随着样本数的增加逐渐减小，即样本数

越多，可靠指标的模糊性越小。这是因为样本数越

多，人们对参数的特征信息了解得越全面，因而模

糊程度就越小；（3）最小可靠指标面的可靠指标小

于或等于最小安全系数面的可靠指标，即边坡的最

小安全系数面并不是最小可靠指标面。在进行可靠

度分析时，应以最小可靠指标面作为边坡的临界滑

面。由图 8 可知，在各种情况下该边坡的可靠指标

都较小，最大的可靠指标为仅 1.7，因此，该边坡是

不稳定性边坡[23]。计算结果与实际情况相符。 
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(a) N = 4 个                     (b) N = 5 个 
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(c) N = 6 个                      (d) N = 7 个 

图 8  模糊随机可靠指标与样本数的关系 
Fig.8  Relationships between fuzzy random reliability  

index and sample size 

 
在模糊随机可靠指标发生变化的同时，其对应

的滑面位置也相应发生变化，图 6 显示的是样本数

N  6（个）时的模糊滑面位置，图中 2 条实线分

别表示 s minF 面及均值模糊数取中值时对应的 min
面，2 条虚线分别表示均值模糊数在其最大变化范
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围内变化时 min 面位置的变化范围（其中上面 1 条

虚线与 s minF 面几乎重合），可见 s minF 面与 min 面的

位置有一定区别；均值模糊数变化时滑面位置也在

一定范围内有所变化，形成了模糊滑带。 
图 6、8 是在参数的置信度为 90%时的计算结

果。由图 4 可知，在相同的样本数情况下，随着置

信度的提高， maxf 值也有所提高，即均值模糊数的

变化范围也有所增加。因此，在相同的样本数情况

下，随着置信度的提高，模糊随机可靠指标的变化

范围也相应增加。为了减小模糊随机可靠指标的变

化范围，应增加样本数，这有助于掌握更多的样本

信息，减小参数统计中的模糊性，提高可靠度分析

的精确性。 

6  结  语 

随机变量是模糊随机变量的特例，模糊随机变

量是随机变量的推广。相应地，基于模糊随机变量

理论的模糊随机可靠度分析方法也是随机可靠度分

析方法的推广，后者可以不加改动地被前者多次调

用。本文基于模糊随机变量理论及小样本理论，研

究了样本数与模糊随机可靠指标的关系，并将其应

用于边坡稳定的模糊随机有限元可靠度分析，求解

了边坡的模糊随机可靠指标及临界滑面位置。分析

表明，可靠指标的模糊程度可由基本变量均值的模

糊程度来反映，而基本变量均值的模糊程度又与参

与试验的样本数有关。在同一置信度情况下，随着

样本数的改变，模糊随机可靠指标的中值会在其真

值附近有微小波动，不是一个定值；模糊随机可靠

指标的变化范围随着样本数的增加而逐渐减小。为

了减小模糊随机可靠指标的变化范围，提高可靠度

分析的精确性，应适当增加试验样本数。 
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